Anmerkungen zum Telekolleg Stochastik von BR olpha - eine
Diskussionsgrundlage fiir den Stochastikunterricht

FRANK MAROHN, WURZBURG

Zusammenfassung: Der vorliegende Artikel bein-
haltet kritische Anmerkungen zum Telekolleg Sto-
chastik von BR alpha, dem Fernseh-Bildungskanal
des Bayerischen Rundfunks. Konkret geht es dabei
um die Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir sechs
Richtige im Zahlenlotto ,,6 aus 49”, um das Testen
von Hypothesen im Binomialmodell und um die Be-
griffe ,,Unwahrscheinlichkeit” und ,,unwahrschein-
lich”. Die angesprochenen Themen konnen im Schul-
unterricht behandelt und diskutiert werden.

1 Einleitung

Mit der vorliegenden Arbeit soll die vom Autor ge-
geniiber dem Bayerischen Rundfunk (BR) in einem
Brief vorgebrachte Kritik einem groferen Publikum
bekannt gemacht werden. Die kritischen Anmerkun-
gen beziehen sich dabei auf einige Ausfithrungen im
Telekolleg (TK) Stochastik. Die Kritikpunkte bein-
halten fachliche wie didaktische Aspekte. Die Not-
wendigkeit einer Veroffentlichung ist der Tatsache
geschuldet, dass — so das Fazit im Antwortschreiben
des BR — ,.kein Anlass gesehen wird, die kritisier-
te Sendung zu bearbeiten” (auf die Argumente, die
zu diesem Fazit fithren, wird im Einzelnen eingegan-
gen). Sicherlich: Eine Sendung kann nicht von heu-
te auf morgen geindert werden. Aber eine Uberar-
beitung in niherer Zukunft wire aus Sicht des Au-
tors mehr als wiinschenswert gewesen. Moge der an
Stochastik interessierte Leser sich selbst ein Urteil
dartiber bilden.

Die Kritik bezieht sich auf die folgenden drei The-
men:

e Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige in Zahlen-
lotto ,,6 aus 49” (Abschnitt 2.1)

e Entscheidungsvorschrift beim Binomialtest
(Abschnitt 2.2)

e Die Begriffe ,,Unwahrscheinlichkeit” und ,,un-
wahrscheinlich” (Abschnitt 2.3).

Die beiden erstgenannten Punkte betreffen das Te-
lekolleg Stochastik mit dem Thema Hypothesen-
test; der dritte Punkt bezieht sich auf das Thema
Zufallsexperimente. Die Sendungen des Telekollegs
sind komplett online als Video verfiigbar.

2 Die Kritikpunkte

Die folgenden Anmerkungen nehmen Bezug auf die
entsprechenden Internetseiten des Telekollegs, im
Folgenden zitiert mit TK Stochastik (2013),

2.1 Wabhrscheinlichkeit fiir 6 Richtige im
Zahlenlotto ,,6 aus 49

Ausgangspunkt ist die Frage nach der Wahrschein-
lichkeit fiir 6 Richtige im Zahlenlotto ,,6 aus
49”. Nach der Feststellung, dass es (469 ) mogli-
che Gewinnreihen gibt, heifit es im TK Stochastik

(2013):

,,Diese Trefferwahrscheinlichkeit beim Zahlenlotto
lasst sich iiber die hypergeometrische Verteilung er-
mitteln. Sie fiihrt zu der Formel fiir die Wahrschein-
lichkeit (%)/(¥), wobei klein r fiir die Anzahl der
Richtigen steht. Suchen wir nach sechs Richtigen,
ist fiir r sechs einzusetzen, also p = (J)/(¥) =

6// \6
1/13983816.”

Und hier setzt die Kritik an. Es wird zwar richti-
gerweise die hypergeometrische Verteilung genannt,
die Wahrscheinlichkeit p = (%) /(¥) fiir r richtige
Gewinnzahlen im Zahlenlotto ,,6 aus 49” ist aber
falsch. Dass dies nicht die richtige Wahrscheinlich-
keit sein kann, ist leicht einzusehen (natiirlich nicht,
wenn man nur » = 6 einsetzt). Fir r=0Qund r =6
impliziert (8) = (2) die Aussage (mit der iiblichen
Konvention 0! = 1), dass die Wahrscheinlichkeit, kei-
ne richtige Gewinnzahl zu haben, gleich der Wahr-
scheinlichkeit fiir sechs Richtige ist. Oder fiir r =
1 und r = 5 ergibt sich wegen (?) = (g) die Fol-
gerung, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine rich-
tige Gewinnzahl gleich der Wahrscheinlichkeit ist,
fiinf richtige Gewinnzahlen zu ziehen. Die richtige
Losung unter Verwendung der hypergeometrischen
Verteilung ist

() ()

r 6—r

pr:T7 r=0,...,6 (D
6

Die Antwort des BR auf diese Kritik war, dass in ei-

ner Fernsehsendung nur eine begrenzte Sendezeit zur

Verfiigung steht, die nicht {iberzogen werden kann.

Daher wurde in der Sendung klar darauf hingewie-
sen, dass die hypergeometrische Verteilung zu der
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vereinfachten angewendeten Formel fiihrt, die zur
Bestimmung von sechs Richtigen verwendet werden
kann. Ferner war die Aufgabenstellung nicht fiir an-
dere Trefferwahrscheinlichkeiten gedacht.

Dazu ist Folgendes anzumerken:

Ein Hinweis kostet hochstens so viele Sekunden Sen-
dezeit wie die Ergdnzung um den Binomialkoeffizi-
enten ,,43 iiber 6 minus r”’, zumal weitere Erkldrun-
gen zu diesem Binomialkoeffizienten nicht notwen-
dig gewesen wiren (die Aussage () =1 ist dem
Lernenden bereits bekannt). Das obige Zitat aus dem
TK iibertrédgt sich wortlich auf die Sendung. Mit kei-
nem Wort findet sich der Hinweis, von dem im Ant-

wortschreiben des BR die Rede ist.

Die Formulierungen im TK suggerieren eindeutig,
dass hier r als ,,Platzhalter” dient. Der Lernende wird
hier vollig zu recht fiir » auch fiinf oder eins einsetzen
wollen und kommt dann zu falschen Wahrscheinlich-
keiten.

Um die Wahrscheinlichkeit pg zu berechnen, wird
die hypergeometrische Verteilung nicht benétigt. Bei
einem Laplace-Experiment, und dies wird unter-
stellt, sind alle m&glichen Gewinnreihen gleichwahr-
scheinlich. Also pg =1/ (469). Fertig! Die hypergeo-
metrische Verteilung setzt im {ibrigen in der stochas-
tischen Modellierung mittels einer Zihlvariablen ei-
ne Laplace-Verteilung voraus (fiir Details sei auf
Henze (2012), Kapitel 13, verwiesen).

Es stellt sich die Frage, warum bei der Berechnung
von pe die hypergeometrische Verteilung iiberhaupt
verwendet wird, kommt sie doch erst dann ins Spiel,
wenn es um die Berechnung von p, fiir r =1,...,5
geht. Wenn die hypergeometrische Verteilung als be-
kannt voraus gesetzt wird, besteht keine Notwen-
digkeit, einen Binomialkoeffizienten (aus Zeitman-
gel) wegzulassen. Ist diese Verteilung nicht bekannt,
so kann und sollte auf den Umweg iiber die hy-
pergeometrische Verteilung verzichtet werden, zu-
mal es ja (angeblich) nur um sechs Richtige geht.
Wie auch immer: Der Lernende, der sich die hyper-
geometrische Verteilung anschaut, wird bei Anwen-
dung der ,,vereinfachten Formel” ins Straucheln ge-
raten. Dariiber hinaus wird er sicherlich von selbst zu
der Feststellung gelangen, dass die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit gerade 1 geteilt durch die Anzahl der
moglichen Gewinnreihen ist. Und er wird sich zu
Recht fragen, warum man hier die hypergeometri-
sche Verteilung braucht. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit ergibt sich doch unmittelbar aus der Laplace-

Annahme.

Folgende Losungen hitten sich fiir das Telekolleg an-
geboten:

(a) Berechnung iiber die hypergeometrische Vertei-
lung mit Platzhalter r unter Verwendung von (1)

(b) Berechnung iiber die hypergeometrische Vertei-
lung ohne Platzhalter

OO
5

(c) Berechnung direkt iiber die Laplace-Annahme.

Losung (c) wird vom Autor priferiert. Sie ist unkom-
pliziert, dem Lernenden verstdndlich und beriick-
sichtigt im besonderen Mafle den Aspekt einer be-
grenzten Sendezeit.

2.2 Entscheidungsvorschrift beim Binomialtest

In dem vorliegenden Beispiel des TK geht es um
eine herkommliche und eine neue Lehrmethode fiir
Skianfénger. Von der alten Methode sei bekannt, dass
die Anzahl der Stiirze bei 15% liegt. Nach der neu-
en Methode stiirzten nach einem Kurs 4 von 60 Teil-
nehmern. Lasst sich aus diesem Ergebnis schlie3en,
dass die neue Lehrmethode besser ist als die alte oder
handelt es sich um einen Zufall? Die Alternative im
TK Stochastik (2013) lautet: ,,Die neue Methode ist
besser als die alte Methode.” Modelliert man wie im
TK die vorliegende Situation durch Binomialvertei-
lungen B, mit n = 60 und ,, Trefferwahrscheinlich-
keiten” p € (0,1), so ldsst sich das Testproblem mit
Nullhypothese Hp und Alternativhypothese H; for-
mal schreiben als

Hy:p>0,15 vs. H; :p<0,15

Zur Testentscheidung im TK Stochastik (2013) heif3t
es dazu, dass ,,...die Anzahl der gestiirzten Skifah-
rer mit iber 90-prozentiger Wahrscheinlichkeit zwi-
schen 5 und 13 liegt, wenn die Nullhypothese als Ba-
sis dient. In der Studie sind aber nur vier gestiirzt,
somit ist die Hypothese Hy zu verwerfen. Die Alter-
nativhypothese H; hat Giiltigkeit”.

Hier besteht der folgende Einwand gegen diese Ent-
scheidungsvorschrift: Zunichst ist festzustellen, dass
es sich hier um ein einseitiges Testproblem handelt
(zweiseitig bedeutet H; : p # 0,15). Wenn also die
Anzahl der Stiirze nur klein genug ist, so spricht
dies fiir die Alternative und gegen die Nullhypothe-
se. Die im TK vorgestellte Testentscheidung lautet
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nun: Keine Ablehnung von Hy zum Signifikanzni-
veau von 0,1, falls die Anzahl der Stiirze zwischen 5
und 13 liegt, sonst Ablehnung. Damit lautet der An-
nahmebereich {5,...,13} bzw. der Ablehnungsbe-
reich (auch kritischer Bereich genannt) {0,...,4} U
{14,...,60}. Da die beobachtete Anzahl der Stiirze
von 4 im Ablehnungsbereich liegt, wird Hy zum Ni-
veau oo = 0.1 verworfen. Aber, und dies gilt es zu be-
achten: Das Testproblem ist einseitig. Folglich muss
der Ablehnungsbereich ebenfalls einseitig, und nicht
zweiseitig sein! Auch ein beobachteter Wert von 14
(oder groBer) wiirde nach dieser Entscheidungsre-
gel zu einer Ablehnung von H fiihren! Der Ableh-
nungsbereich muss folglich vom Typ {0,...,ckrit}
sein, wobei der kritische Wert ciyit € {0,...,n} von
dem vorgegebenen Signifikanzniveau 0,1 abhéngt.
Genauer ist ¢y SO zu wihlen, dass die Bedingungen

Be0:0,15({0, - . ., Ckrit })
Ckrit

=Y (6()) -0,15%.0,85%% <0,1
iso\k

und
Bs00,15({0, - .- cieie +1}) > 0,1

erfiillt sind. Es stellt sich heraus, dass ¢yt = 5 ist, der
Ablehnungsbereich zum Signifikanzniveau o0 = 0, 1
also {0,...,5} ist. Demnach wiirde man sich auch
bei einer beobachteten Anzahl von 5 Stiirzen fiir die
Alternative entscheiden.

Auch hier konnte die vorgebrachte Kritik nicht tiber-
zeugen. Die Vorgehensweise, so im Antwortschrei-
ben des BR, sei geeignet und die vorgebrachte Kritik
an dem einfiithrenden Beispiel ,,Skikurs” diirfte eher
eine Geschmacksfrage sein.

Auf die berechtigte Frage, warum man die neue
Lehrmethode auch bei 14 beobachteten Stiirzen als
besser bewertet, bleibt der BR die Antwort schuldig.
Die Wahrscheinlichkeit, 14 Stiirze zu beobachten, ist
im iibrigen positiv:

60
Beoo,15({14}) = <14> -0,15'*.0,85% = 0,028...

Plausibel und intuitiv einsichtig ist nur, sich fiir die
(einseitige) Alternative zu entscheiden, wenn die An-
zahl der Stiirze nur ,,klein genug” ist. Eine andere
Entscheidungsvorschrift macht keinen Sinn und ist
nicht vermittelbar. Der am Binomialtest interessierte
Leser sei auf Henze (2012) und Kiitting und Sauer
(2011) verwiesen.

2.3 Die Begriffe ,,Unwahrscheinlichkeit” und
,2unwahrscheinlich”

Im TK wird der Begriff ,,Unwahrscheinlichkeit” mo-
tiviert durch die Fragestellung: ,,Wir haben die Wahr-
scheinlichkeit berechnet - konnen wir auch die Un-
wahrscheinlichkeit berechnen?” Dann kommt die
Definition der Unwahrscheinlichkeit:

P(E)=1-P(E)

(Anmerkung: E bezeichnet das Gegenereignis.) Da-
nach werden die Begriffe wahrscheinlich - unwahr-
scheinlich erldutert, dies am Beispiel des einfachen
Wiirfelwurfs. Im TK Stochastik (2013) heif3t es da-
zu:

,»Auf das Beispiel mit dem Wiirfelwurf angewendet
ist also die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Zahl
zu wiirfeln, P(E) = 1/6, ein Wert, der kleiner ist als
0,5, und somit ist das Eintreffen des Ereignisses un-
wahrscheinlich.” In der betreffenden Sendung heif3t
es wortwortlich: ,,Ist P(E) groBer als 1/2, so ist das
Eintreffen des Ereignisses wahrscheinlich. Ist P(E)
kleiner als 1/2, so ist das Eintreffen des Ereignisses
unwahrscheinlich.”

Zunichst fdllt auf, dass zwischen dem Substantiv
Unwahrscheinlichkeit und dem Adjektiv unwahr-
scheinlich kein Zusammenhang besteht (den der Ler-
nende aber zu Recht vermutet). Zu welchen Irri-
tationen diese Begriffe fiihren, zeigt sich am Bei-
spiel des einfachen Wiirfelwurfes. Die Wahrschein-
lichkeit, eine bestimmte Augenzahl zu wiirfeln, ist
P(E) = 1/6. Jetzt berechnet man die Unwahrschein-
lichkeit: P(E) = 5/6. Das Ereignis E ist aber wahr-
scheinlich. Das ist Hokuspokus!

In der Stochastik hat sich der Begriff ,,Unwahr-
scheinlichkeit” aus gutem Grund nicht etabliert. Man
spricht sinnvollerweise von einer Gegenwahrschein-
lichkeit oder Komplementiarwahrscheinlichkeit. Die-
se Begriffsbildung ist auch ganz natiirlich. Das Ge-
genereignis £, man sagt auch Komplementirereig-
nis, wird mengentheoretisch beschrieben durch die
Komplementirmenge £ = Q\E:={0eQ: 0 ¢ E}.
Dabei bezeichnet Q die Ergebnismenge des zugrun-
deliegenden Zufallsexperimentes. Der Begriff ,,Un-
wahrscheinlichkeit” ist in der Stochastik deplatziert.

Auch der im TK verwendete Begriff unwahrschein-
lich ist mehr als problematisch, assoziiert man die-
sen Begriff {iblicherweise mit ,,kaum moglich” oder
,.kleine Wahrscheinlichkeit”. Ein Ereignis E als un-
wahrscheinlich zu bezeichnen, falls P(E) < 0,5 wi-
derspricht dieser Intuition.
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Vollig unproblemtisch sind die Sprechweisen: Im
Fall P(E) < 1/2 ist das Eintreten von E weniger
wahrscheinlich als das Eintreten von E oder das
Eintreten von E ist wahrscheinlicher als das Eintre-
ten von E. Im iiblichen Sprachgebrauch wird aber
das Eintreten von E als (nahezu) unwahrscheinlich
angesehen, falls P(E) ,hinreichend klein” ist. Auf
eine nihere Quantifizierung durch die Angabe ei-
ner ,,benchmark” wird aus gutem Grunde verzichtet.
Konsens besteht sicherlich dariiber, dass es unwahr-
scheinlich ist, mit nur einem Tippfeld sechs Rich-
tige zu bekommen, betrigt die Wahrscheinlichkeit
nur 0,0000000715.... Dagegen ein Ereignis mit ei-
ner Eintrittswahrscheinlichkeit von 1/6 ~ 16% als
unwahrscheinlich zu bezeichnen, ist nicht nachvoll-
ziehbar. Aus frequentistischer Sicht wiirde bei 100
Wiirfen eines echten Wiirfels ,,im Mittel” 16, 17
,,Sechsen” beobachtet werden. Und dies soll unwahr-
scheinlich sein? Auch das Ereignis ,,Augensumme
beim zweifachen Wiirfelwurf ist hochstens 57 wére
demnach ein unwahrscheinliches Ereignis, denn die-
ses besitzt eine Wahrscheinlichkeit von 10/36 =
0.2777... < 1/2. Und diese Wahrscheinlichkeit ist
kaum groBer als 0,2775..., jener Wahrscheinlichkeit
fiir das Auftreten zweier identischer Gewinnreihen
bei den Ziehungen der Lottozahlen am 20.12.1986
und 21.06.1995 (siche Henze (2012), Kapitel 10).
Alles andere als eine Lottosensation! Ein weiteres
Beispiel aus dem Zahlenlotto ,,6 aus 49”: Bei nahezu
jeder zweiten Ziehung beobachtet man mindestens
einen Zwilling, d.h. ein Paar (i,i+ 1) von zwei auf-
einander folgenden Gewinnzahlen. Alles andere als
unwahrscheinlich, liegt die Wahrscheinlichkeit doch
bei 1 — (4) /(%) = 0,495... (siehe z. B. Daume und
Schmitz (2013)

Die Antwort des BR auf diese Kritik war, dass man in
der Stochastik {iber angemessene Beispiele fiir Wahr-
scheinlichkeiten streiten kann und das Beispiele zu-
mindest anschaulich und fiir den Lernenden inter-
essant sein sollen.

Das Beispiel fiir 6 Richtige im Zahlenlotto ,,6 aus 49”
wire, ohne Angabe einer benchmark, sicherlich ein
geeignetes Beispiel gewesen. Der einfache Wiirfel-
wurf im Zusammenhang mit ,,unwahrscheinlich” ist
weder interessant noch anschaulich.

In der subjektivistischen Sichtweise, Wahrscheinlich-
keit als (subjektiven) Gewissheitsgrad (Vertrauens-
grad) zu intepretieren, mag ein Zahlenwert unter 0,5
einen Gewissheitsgrad von ,,unwahrscheinlich” sig-
nalisieren, vgl. Kiitting und Sauer (2011), Seite 119.
Aber in diesem Sinne ist der im TK verwendete

Wabhrscheinlichkeitsbegriff nicht zu verstehen. Da-
gegen spricht der Wiirfelwurf, ist doch dieses Zu-
fallsexperiment schlechthin der Prototyp eines be-
liebig oft wiederholbaren Zufallsexperimentes. Bei
einer frequentistischen Auffassung des Wahrschein-
lichkeitsbegriffes sollte auf eine Quantifizierung des
Begriffes ,,unwahrscheinlich™ verzichtet werden.

Einen ersten Uberblick iiber die verschiedenen Be-
deutungen des Begriffes Wahrscheinlichkeit gibt Sta-
hel (2008), Abschnitt 4.10. Der Leser, der mehr iiber
die Interpretationen des Wahrscheinlichkeitsbegrif-
fes wissen mochte, sei auf den Artikel von Hajek
(2012) und die dort zitierte Literatur verwiesen.

3 Schlussbemerkungen

Stochastik gilt gemeinhin als schwierig. Es sind die
spezifischen Begriffe und Denkweisen der Stochas-
tik, die dem Lernenden (anfangs) groB3e Schwie-
rigkeiten bereiten. Die Einfiihrung einer neuen Be-
grifflichkeit wie ,,Unwahrscheinlichkeit” kann die-
se Schwierigkeiten nur vergrofern. [Ausgewiese-
ne Didaktiker der Mathematik duflerten sich zum
Begriff Unwahrscheinlichkeit gegeniiber dem Au-
tor von ,,noch nie gehort” bis ,,pervers”.] Es ist
kaum zu erwarten, dass der Lernende ein Verstind-
nis fiir die Philosophie des statistischen Testens ent-
wickelt, wenn inaddquate Testentscheidungen propa-
giert werden. Formeln nicht richtig wieder zu geben,
aus welchen Griinden auch immer, ist inakzeptabel.
Fiir Lehrende sollte es ein selbstverstindliches An-
liegen sein, korrektes Wissen zu vermitteln. Andern-
falls tut Aufkldrung Not.

Die angesprochenen Themen konnen sicherlich im
Schulunterricht behandelt und diskutiert werden:

e Herleitung der Wahrscheinlichkeit fiir r richti-
ge Lottozahlen, 0 <r <6

o (Logischer) Zusammenhang zwischen Alter-
nativhypothese und Ablehnungsbereich

e Der Begriff ,,unwahrscheinlich”.

Dabei sollten die entsprechenden Sendungen des Te-
lekollegs mit einbezogen werden. Es wire interessant
zu erfahren, wie Schiiler die Dinge sehen und einord-
nen. Studierende des Lehramts, die vom Autor auf
diese Punkte aufmerksam gemacht wurden, konnten
nur mit dem Kopf schiitteln.
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